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Klassische, nichtlineare Gitterstatik der Stufenversetzung
I. Theorie

Von F. WanL

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 14 a, 901—912 [1959] ; eingegangen am 29. Mai 1959)

Im Anschlufl an drei vorhergehende Arbeiten wird mit Hilfe der klassischen nichtlinearen Gitter-
statik das Modell einer Stufenversetzung durchdiskutiert. Es gibt dabei mehrere Moglichkeiten, dieses
Problem zu behandeln. Wir wihlen diejenige, die den numerischen Aufwand zur Berechnung der
stabilen Lagen des gestorten Gitters moglichst klein hidlt. Zur Erlduterung des Verfahrens wird ein
einatomiges, kubisches Gitter benutzt. Es ist zwar nicht stabil, doch lassen sich an ihm die wesentlichen
Ziige sehr einfach ableiten. Die Ubertragung auf eine stabile Stufenversetzung im Ionenkristall erfolgt
anschlieend. Konvergenzschwierigkeiten erfordern eine Symmetrisierung des Problems.

Zur Behandlung von Versetzungen wurde in den
letzten Jahren die elastische Kontinuumstheorie mit
groflem Erfolg angewandt!. Diese ist jedoch nicht
in der Lage, im Kern einer Versetzung die Auslen-
kungen der Gitterbausteine und die Verzerrungs-
energie richtig wiederzugeben. Eine diskrete Behand-
lung dieses Bereiches ist nicht zu umgehen. Zu die-
sem Zweck wurde eine atomistische, nichtlineare Git-
terstatik entworfen 2, die im Prinzip jedes Atom des
gestorten Gitters in die Rechnung einbezieht, aus
Griinden der Rechenpraxis sich allerdings in gewis-
sen Grenzen der elastischen Kontinuumstheorie be-
dient. Diese Verfahrensweise steht im Gegensatz zu
einer Anzahl von Arbeiten 3, in denen versucht wird,
diesem Problem durch eine zusétzliche Variation der
Lage fiir die Kernbausteine beizukommen. Bis auf
Randbedingungen wird dabei die Kristallumgebung
schon durch die elastische Losung als bekannt vor-
ausgesetzt. Uns geht es jedoch speziell bei den ein-
dimensionalen Storstellen darum, eine geschlossene,
atomistische Theorie zu entwickeln, die eine einfache
numerische Berechnung auch komplizierter Struktu-
ren zuldBt. Ausgangspunkt ist dabei stets ein diskret
atomistisches Verstindnis des gesamten Kiristalls.
Mit den bereits zitierten Arbeiten ? sind die wesent-
lichen Gesichtspunkte einer solchen Theorie schon
weitgehend erldutert. Die Einzelkraftlosung fir ein
KCl-Gitter liegt mit (III) vor. Ihre Anwendung auf
nulldimensionale Storstellen bedarf keiner weiteren

1 E.Kroner, Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigen-
spannungen, Springer-Verlag, Berlin 1958. — A. SeEeckr,
Handbuch der Physik VII, 1955.

2 E. Fues u. H. Stumer, Z. Naturforschg. 10 a, 136 [1955]. —
E. Fues, H. Stumer u. F. WanL, Z. Naturforschg. 13 a, 962
[1958]. — H. Gross u. F. Wanw, Z. Naturforschg. 14 a, 285
[1959]. Diese Arbeiten werden in Zukunft mit (I), (II)
und (IIT) benannt. Ihre Kenntnis wird vorausgesetzt.

Diskussion, da die Erweiterung des Beispiels in (I)
auf den dreidimensionalen Fall keine Schwierigkei-
ten macht. Eindimensionale Storkonfigurationen bie-
ten jedoch in vieler Hinsicht neue prinzipielle Pro-
bleme. Sie wurden in (II) erortert und bis zu einem
gewissen Grade dort schon erledigt. Dies gilt in
erster Linie fiir die Schraubenversetzung. Der nume-
rischen Berechnung ihrer Versetzungsstruktur, im
besonderen fiir das KCI-Gitter, steht somit nichts
mehr im Wege. Auch zur Berechnung der Stufen-
versetzung wurde in (II), § 10, ein Weg angegeben.
Hier liegt der Fall einer eindimensionalen Stérkonfi-
guration ,,mit Anderung der Teilchenzahl®“ vor ¢, so
dal} die Herstellung der idealen Gittermatrix einer
eingehenden Untersuchung bedarf. Es gibt dabei ver-
schiedene Moglichkeiten zum Ziel zu kommen. Man
kann die Liicken in der idealen Gittermatrix ausfiil-
len durch zweckmiBig definierte, freie Parameter,
die wahrend der gesamten Rechnung mitgefiihrt wer-
den. Es ergibt sich dann das in (II), § 11 (59) an-
geschriebene System. Beniitzen wir dagegen ein
Translationstheorem, das in dieser Arbeit eingefiihrt
werden soll, und etwa durch eine Blockverschiebung
veranschaulicht werden kann, so 1Bt sich bei der
Schaffung der idealen Gittermatrix die Anzahl der
auf der rechten Seite der Gittergleichungen erschei-
nenden Kraftglieder betrdchtlich reduzieren. Auch
dies wurde in (II) erwéhnt, aber nicht explizit aus-
gefiihrt, weil die Betrachtungen nicht ganz so einfach

3 H.B. Huoxtixeton u. J. E. Dickey, Phys. Rev. 100, 1117
[1956]. — G.Lemrriep u. Cur. Lemmany, Phys. Chem.
Solids 6, 195 [1958].

4 Dieser Sprachgebrauch bezieht sich auf das Ausgangsmodell
zur Herstellung der Stufenversetzung, das durch Entfernen
einer Halbebene aus einem Idealkristall entsteht. Siehe
auch Abb. 1 und (II).
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verlaufen. Fiir die numerische Rechnung aber bietet
das Verfahren grofle Vorteile, die wir ausniitzen wol-
len. Wir gehen daher auf die Behandlung der Stufen-
versetzung nochmals ausfithrlich ein. Den Vorver-
schiebungen kommt bei diesem zweiten Verfahren
keine wesentliche Bedeutung mehr zu. Wir werden
sie deshalb zur Darlegung der notwendigen Umfor-
mungen vorerst nicht verwenden.

Ein einatomiges Gitter mit kubischer Struktur soll,
wie in (II), zur Demonstration benutzt werden. An-
schliefend iibertragen wir die gewonnenen Ergeb-
nisse auf eine stabile Stufenversetzung im Ionen-
kristall. Konvergenzschwierigkeiten bei der Addition
von Verschiebungen. die durch Linien- und Flachen-
kréfte entstehen, verlangen beim [onenkristall beson-
dere Symmetriebetrachtungen. Sie bilden den Ab-
schlufl dieser Arbeit. Die eigentliche numerische Be-
rechnung und die Zusammenstellung der dazu not-
wendigen Hilfsmittel sind einer letzten Arbeit vor-
behalten.

§ 1. Uberblidk iiber das Verfahren

Bevor wir die strenge mathematische Ableitung
der Theorie der Stufenversetzung entwickeln, wollen
wir einen kurzen Uberblick vermitteln, der dem Le-
ser die Durchfiihrung der zwar elementaren, aber
etwas schwerfélligen Umformungen erleichtert. In
der Einleitung wurde Bezug genommen auf drei Ar-
beiten (I), (II), (III). Sie enthalten die Vorausset-
zungen fiir die Theorie der eindimensionalen Gitter-
storungen liickenlos. Doch sollen hier die wesent-
lichen Gesichtspunkte nochmals kurz zusammenge-
stellt werden.

Der Kristall wird durch eine Summe von Ersatz-
potentialen klassisch beschrieben. Sowohl der Ideal-
zustand als auch gestorte Gitterzustinde werden
durch eine Minimalforderung an die Gesamtenergie
in Abhingigkeit von den Gittervektoren charakteri-
siert. Das dabei entstehende hochdimensionale, nicht-
lineare Gleichungssystem fiir die Gitterlagen im Kri-
stall zu losen, ist praktisch aussichtslos. In jedem
Fall lassen sich aber die Potentiale bzw. Krifte nach
den Auslenkungen der Gitterbausteine aus bestimm-
ten Ruhelagen entwickeln. Fiir den linearen Anteil
des Systems kann dann bei Entwicklung um die
idealen Ruhelagen eine Reziproktransformation aus-
gefiihrt werden, die jedenfalls die Losung des Pro-
blems fiir kleine Auslenkungen aus diesen Orten
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gestattet. Durch Beriicksichtigung der nichtlinearen
Anteile, z. B. auf iterativem Wege, lassen sich aber
auch grofle Auslenkungen behandeln. Dabei betrach-
tet man diese hoheren Glieder formal als dullere
Krifte, die selbst noch von den Auslenkungen ab-
hingen. Das Verfahren in (I) ist damit streng und
nicht nur auf kleine Auslenkungen beschrinkt.

Von der Entwicklung um die idealen Gitterlagen
kann man sich bis zu einem gewissen Grade {frei
machen. Doch wird diese Freiheit dadurch beschrankt,
dal} die Reziprokmatrix praktisch nur fiir den idea-
len Fall berechenbar ist. Man wird sich daher bei
einer als notwendig erachteten Entwicklung um Ruhe-
lagen, die von den idealen Lagen verschieden sind,
als Ziel setzen, in dem entstehenden Gleichungssystem
trotzdem die ideale Gittermatrix herzustellen. Dieses
Verfahren wurde in (I1) auf die Schraubenversetzung
und die Stufenversetzung angewandt. Nach demsel-
ben Prinzip soll in dieser Arbeit nochmals das Pro-
blem der Stufenversetzung auf einem anderen Wege
angegangen werden. Dies geschieht, wie schon er-
wahnt, weil das hier angegebene Verfahren der prak-
tischen Rechnung entgegenkommt.

Um also das Verfahren der Herstellung einer
idealen Gittermatrix und der damit durch Transfor-
mation ermoglichten Abspaltung der linearen Gitter-
reaktion in den Gleichgewichtsbedingungen zu de-
monstrieren, liberlegen wir uns im folgenden kurz,
welchen EinfluB eine andersartige Wahl der Ent-
wicklungsorte auf die Reaktionsmatrix ausiibt. Fur
uns wichtig ist in diesem Zusammenhang die Tat-
sache, dal} die Entwicklungsorte auch dann in der
Reaktionsmatrix der linearen Gitterkrafte zu einer
idealen Gittermatrix fiihren, wenn die Gitterkrafte
nicht an den idealen Gitterpunkten, sondern an Orten
entwickelt werden, die aus einer fiir alle Gitterpunkte
verbindlichen starren Translation hervorgehen. An-
ders ausgedriickt ist dies die Invarianz der Wechsel-
wirkungskrifte der Teilchen gegeniiber dem gemein-
samen Ursprung.

Von dieser Tatsache machen wir im Fall der Stu-
fenversetzung Gebrauch. Abb. 1 zeigt, dal bei dem
zur Herstellung der Stufenversetzung beniitzten Aus-
gangsmodell eine Liicke den regelmiBigen Aufbau
der idealen Gittermatrix verhindert. Es fehlen nim-
lich die Wechselwirkungsglieder mit den herausge-
nommenen Gitterteilchen der Halbebene. Die Gitter-
bausteine der rechten unteren Hélfte (R) lieBen sich
natiirlich durch eine plastische Verformung nach links
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driicken ?, so daf3 ein stabiler Zustand entstinde. Das
wire aber wieder ein idealer Kristall und keine Stu-
fenversetzung. Um diese als inneren Spannungszu-
stand des Kristalls zu erzeugen und gleichzeitig die
ideale Gittermatrix fiir die mathematische Umfor-
mung herzustellen, machen wir von der erwihnten
Freiheit in der Wahl der Entwicklungsorte Gebrauch.
Wir verschieben die Entwicklungsorte z. B. von (R)
mit Hilfe eines Translationstheorems so, daf} sie sich
liickenlos an diejenigen von (L) anschliefen. Die
scheinbar dadurch entstehende Asymmetrie des Vor-
gehens ist rein mathematischer Natur und hat auf
den physikalischen Sachverhalt keinen Einfluf} .

In genau derselben Weise, wie die Asymmetrie
der Verschiebungsoperationen rein mathematischer
Natur ist, sind auch die weiteren Umformungen als
rein mathematisch aufzufassen. Wenn wir von der
Verschiebung der Entwicklungsorte usw. sprechen,
so wird damit die reale Kristallstruktur nicht betrof-
fen, sondern nur die mathematische Beschreibung
ihres Zustandes wird in eine andere, dquivalente
Form gebracht. Die Umformungen stellen also nichts
weiter dar, als das Aufsuchen mathematisch &dqui-
valenter Gleichungssysteme zur Berechnung der Mi-
nimallagen des gestorten Kristalls.

Die eben geschilderte Methode zur Wiederherstel-
lung der idealen Gittermatrix durch Verschieben der
Entwicklungsorte zerlegen wir nun in zwei Schritte:
In § 3 verschieben wir die Entwicklungsorte von (R)
mit Hilfe des Translationstheorems nur beziiglich
derjenigen von (L). Die Anordnungsverhiltnisse be-
ziiglich des oberen Bereichs (O) bleiben vorerst er-
halten. Dies ist zwar nicht mehr unmittelbar anschau-
lich, hat aber den groflen Vorteil, dal wir in unse-
rem Gleichungssystem durch diese zweckméfige Wahl
der Entwicklungsorte fast alle nichtlinearen Glieder
vernachlassigen konnen. Wir erzwingen damit in
diesem ersten Schritt ein nahezu lineares Problem.
An der betreffenden Stelle gehen wir auf diesen
Punkt dann noch etwas néher ein.

Andererseits ist jedoch die ideale Anordnung nach
diesem ersten Schritt noch nicht vollkommen herge-
stellt, die Anwendung der Kehrmatrix auf unser
Problem also nicht moglich. Der zweite Schritt mul}
deshalb vollends die Herstellung der idealen Gitter-
matrix zum Ziele haben. Offensichtlich gelingt dies

5 Diese Operation ist mit einem groflen Energieaufwand ver-
kniipft. Das erste Energieminimum, das man vom Aus-
gangsmodell aus erreicht, ist eine Stufenversetzung.

¢ Wenn in § 8 dann doch noch eine Symmetrisierung durch-
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nur durch eine erneute Translation, diesmal aber nur
beziiglich der oberen Kristallhilfte (Q). Sie wird
durch Addition von Identititen erzeugt. Die Umfor-
mungen in § 4 zeigen, daf} dabei automatisch Zwangs-
krifte entstehen, die jetzt den inneren Spannungs-
zustand einer Stufenversetzung erzwingen. Die ma-
thematischen Umformungen dieser beiden Paragra-
phen erméglichen nun die Auflssung des Gleichungs-
systems fir unser Problem.

§ 2. Stufenversetzung im einfach-kubischen
Gitter

Die Struktur einer Stufenversetzung im Ionen-
kristall ist nicht ganz einfach. Es ergeben sich bei
der Anwendung der nichtlinearen klassischen Gitter-
statik auf dieses Problem eine Anzahl von zusitz-
lichen Uberlegungen, welche die Darstellung der
Methode nur unnotig belasten. Wir stellen daher die
Behandlung der Stufenversetzung im Ionenkristall,
deren numerische Berechnung wir uns zum Ziel ge-
setzt haben, vorldufig zuriick und wenden uns in den
folgenden Paragraphen einer Beschreibung der Ver-
fahrensweise am einfachsten Modell, das uns zur
Verfiigung steht, zu. Dieses — eine Stufenversetzung
im einatomigen Gitter von einfach-kubischer Struk-
tur — ist zwar nicht stabil, doch vorziiglich geeignet,
die Anwendung der Gitterstatik auf eine Stufenver-
setzung zu demonstrieren. Die Ubertragung auf
Tonengitter, gegebenenfalls mit komplizierteren Kri-
stall- und Versetzungsstrukturen, macht dann keiner-
lei prinzipielle Schwierigkeiten mehr. Bis auf Zusatz-
tiberlegungen beschrinkt sie sich auf eine formale
Erweiterung der Gleichungssysteme.

Zuerst eine Vorbemerkung: Da mit der Stufenver-
setzung ein ebenes Problem vorliegt, konnen wir die
Anzahl der Gittergleichungen des Kristalls auf Grund
einer Translationsinvarianz senkrecht zur betreffen-
den Ebene betrachtlich reduzieren. Das System der
Gittergleichungen lautet allgemein, wenn wir jeden
Gitterpunkt durch ein Tripel (m,n,p) bzw. (i, j,1)
symbolisieren 7

L= Z Y ity omnp) Brmnp — Bit) - (1)

mnp

Als Représentant sei etwa die Gitterebene p=0 ge-

gefiihrt wird, so geschieht dies nur zur Uberwindung der
Konvergenzschwierigkeiten, die bei der Aufsummation von
Linien- bzw. Ebenenkriften entstehen.

7 Zur Definition der Gittergleichungen s. (II), § 3.
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withlt. Da 9, = S0 ist, 1d0t sich tiber p summie-
ren, und wir erhalten, wenn f;;0={;;, 2,0 = 3, und
> f(,‘jo] (mnp) = f{,’j” mn) gesetzt wird:
V4
N 5
fi}': _ijij)(mn)(?’mn_ ”ij) . (2)
mn

Die Tavror-Entwicklung dazu ist

fii= 2" {Runomm + At immy * [Bmn— 8i1] (3)

mn
=i f/(z’j)(nm) (8mn — 3i5) } .

t' (i omn st dabei die Gesamtheit der hoheren Glieder.

Wir denken uns nun ein beliebig ausgedehntes.
einatomiges Gitter von kubischer Struktur. Ein Ko-
ordinatensystem (x; 25 25) wird Abb. 1 entsprechend
eingefiihrt. Die xj-Achse ist senkrecht zur Papier-
ebene.
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Abb. 1.

d sei die Gitterkonstante. Die Gitterbausteine seien
zunichst festgelegt durch die Ortsvektoren

ERmnp:d(m e +nest+pey) . (4)

Durch Entfernen einer Gitterhalbebene, z.B. der
Halbebene m =0, n<0 entsteht ein aufgeschlitzter
Kristall, der bestrebt sein wird, den entstandenen
Spalt wieder zu schlieffen. Er soll eingeteilt werden
in die drei Bereiche (O), (L) und (R), die durch
folgende Beziehungen definiert sind (Abb. 1):

0): =N<m<ZN, n=0;
(L)y: m< =1, n<O0; ()
R): m=1, n<o.

(0), (L) und (R) lassen sich als Kristallblocke ver-

stehen, die in Wechselwirkung miteinander stehen.

8 Wenn nicht anders vermerkt, soll £(ij)(mn) immer dieses
Argument besitzen.

9 Siehe z. B. (II), § 11, Gl. (56). Mit gleichem Recht hitten
wir natlirlich auch das zweite Glied in Gl. (8) um eine
Gitterkonstante nach rechts verschieben konnen (£(ij)(mn)
— £(ij)(m +1, n)) usw. Die Wahl des Gitterbereichs (R) fiir

F. WAHL

Diese Auffassung wollen wir uns zu eigen machen.
Das System der Gittergleichungen erhalt nach Ent-
fernung der Halbebene m =0, n<0 fiir die Stufen-
versetzung die Gestalt
£ii = D En o Bun—38i) (4, )FE(=0,j<0) (6)
m+0 fir n<0
mit f;; =0, da von einer Einwirkung duBerer Krifte
abgesehen werden soll. In dieser Form ist jedoch
das Gleichungssystem (6) mit der in (I) entwickel-
ten klassischen Gitterstatik nicht zu bewaltigen. Wir
sind jedenfalls nicht in der Lage, die ideale Gitter-
matrix im Sinne der Definition von (II) § 6 her-
zustellen.

§ 3. EinTranslationstheorem

Um die ideale Gittermatrix zu schaffen, miissen
wir von einem Translationstheorem Gebrauch ma-
chen. Wie schon in § 1 erwihnt, formen wir das
Gleichungssystem (6) in einem ersten Schritt so um,
dal} bei einer Tavior-Entwicklung der Gleichungen
um die Orte im Idealgitter. die durch die Indizes von
fj o angegeben werden, nur noch wenige nicht-
lineare Glieder beriicksichtigt werden miissen.

Die Gittergleichungen (6) zerfallen, den drei Kri-
stallbereichen entsprechend, in drei Systeme, die wir
ausfihrlich anschreiben:

1. Fiir (i,j) in Bereich (O):

.
D Eanomm + 2 Lapomm + O Linemm =0 (7)

m,n =0 m<0,n<0 m>0,n<0
f(ij)(mn) = f(z'j)(mn) (gnm - gij) .
2. Fir (i, ) in Bereich (L):

= _
Z Y i) (mmy + Z iy ommy + Z Yinmm=0. (8)
m,n =0 m<0,n<0 m>0,n<0

mit 8

Das letzte Glied in (8) unterwerfen wir einer Trans-
lation der Entwicklungsorte von (R) ?

D Eiiiy mny (Brn — 835)

m>0,n<0

(8a)

= D Fiiyom-1, n) Bun — 3ij + €, d) .
m>0,n<0

die Translation ist willkiirlich und nicht entscheidend.
Bei verschwindenden Auslenkungen sind die £(;j) (mun) Funk-
tionen der Abstinde | Rpp—NRij|. Im dritten Glied von
(8) erfolgt die Translation folgendermafien:

| Rnn—Rij | = | Rm-1,n+¢, d—Rij |

usw.
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3. Fiir (i, ) in Bereich (R):
In diesem System miissen wir im zweiten Glied
eine Verschiebung der Entwicklungsorte vornehmen:

D Eiyomm + 2 Fa-t, ommy Bmn—Bi5—e1d)  (9)

m,n=>0 m<0,n<0
+ D Eapyomm =0.
m>0,n<0
Um auf eine einheitliche Schreibweise zu kommen,
unterwerfen wir nicht nur das zweite, sondern auch
das dritte Glied einer Translation. Dies ist wegen
der Translationsinvarianz £ ;) mn = G -1, p(n-1, ) bel
Kristallen mit gleichartigen Gitterbausteinen immer
moglich. Damit wird aus (9)

f(t]) (mn) T+ Z f(z 1, j) (mn) (Bmn— —& d) (9a)
n<0

m,n >0 m<<

R Z f(z-1,i)(m-1,n> =0.

m>0,n<<0
In den Gittergleichungen (8) und (9) sind offen-
sichtlich die Entwicklungsorte wieder liickenlos und
ideal angeordnet. Dies entspricht der Tatsache, daf3
in groBerem Abstand vom Versetzungszentrum der
Kristall auch im unteren Bereich eine annidhernd
ideale Struktur aufweist, fiir die Berechnung der
kleinen Auslenkungen aus den idealen Lagen daher
schon die linearen Glieder gentigen’. Wie schon
in § 1 erwihnt, ist die in (8) und (9) aufgetretene
Asymmetrie in der Anordnung der Entwicklungsorte

1. (i,j) in (0):

> {@wxmn) + Ay mny " [Brn—8ii1} + 2 AR mm + Adiiyomny * [Bmn— 8151}

m,n m<0,n<0

2. (i,j) in (L):

> {Knomny + Ao * [Bun— 81} + 2 {Riiimm + Atiiyimn * [Bmn— 851}

m<0,n<0

m,n =0
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rein mathematischer Natur und stort hier nicht, da
die Wechselwirkungskréfte nur vom Relativabstand
abhingen. Dies gilt jedoch nur, solange wir die
Wechselwirkung zwischen (L) und (R) betrachten.
Der AnschluBl dieser beiden Bereiche an (O) kommt
zwar auch dem Sachverhalt entgegen, daB sich bei
der Stufenversetzung die Gleichgewichtslagen der
Gitterbausteine in z,-Richtung nur langsam i#ndern,
die gegenseitige Lage der Entwicklungsorte also am
besten unverindert beibehalten wird, doch enthilt er
damit eine Unstetigkeit in deren Anordnung, die die
Aufstellung der idealen Gittermatrix verhindert. Es
bleibt hier nichts anderes iibrig, als in einem zweiten
Schritt die Translation der Entwicklungsorte von (R)
auch beziiglich (O) zu vervollstindigen. Doch entste-
hen dabei — wie wir im néchsten Paragraphen sehen
werden — notwendig Zwangskrifte, die schlieBlich
fiir die Stufenversetzung verantwortlich sein werden.

§ 4. Herstellung der idealen Gittermatrix

Wir schreiben die Gittergleichungen (7), (8) und
(9) jetzt in entwickelter Form an. Die Glieder hohe-
rer Ordnung schleppen wir dabei im folgenden nicht
immer mit. Zum gréBten Teil konnen sie ja vernach-
lassigt werden. Die wenigen verbleibenden sollen
symbolisch durch {* auf der rechten Seite der Glei-
chungen vermerkt werden.

(10)

+ D {Ranmm + Adiyonny * [Bmn— 8451} = —F .
m>0,n<0

(11)

=+ Z{@(u)(m 1,m)+ A(u)(m 1,n) [Q’mn—?’u]}— _dzg(w)(m 1,n) el_f

m>0,n<0
3. (i, j) in (R):

D {Kiiyimm + Aiom * Brn—8i51} + 2 {Ra-1, Hemm + Ati=1, mm * [8mn— 8151}

m,n =0 m<0,n<0

m>0

(12)

+ 2 {Ki-1.hm-1.m + A1, pom-1.m * [Brn— 851} =d D Aii_1, pomm* &, — T

m>0,n<0

m<0,n<0

Fassen wir die drei Systeme (10), (11) und (12) wieder zusammen, so verschwinden die Absolutglieder
Kij)(mm nun nicht mehr wie iiblich. Erst durch die Addition der Identitat

n<0

10 Dje Auslenkungen Sy, beziehen sich stets auf die idealen
Gitterpunkte des Ausgangsmodells Abb. 1. Fiir (L) und
(R) kommen sie in die GroBenordnung der Gitterkon-

> Rupom = 2. Kapow > (6 j) in (0),
n<0

(13)

stante. Durch die Translation ist aber die alleinige Ver-
wendung der linearen Glieder gerechtfertigt.
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zu System (10) heben sich diese jetzt aus Symmetriegriinden auf der linken Seite des Gesamtsystems weg.

Wir iibertragen diese Verfahrensweise auf die linearen Glieder. Im Gesamtsystem (10) — (12) gelingt
die ideale Anordnung der Glieder A(;j (. vorerst nicht. Wir begegnen dieser Schwierigkeit durch Ad-
dition der Identitat

DU Ahon-1,m — Ao} * [Bun—8i51 = 2 {Aupm-1.m — Agi)omm } * Bmn— > Ao * Bis (14)
m>0,n<0 m>0,n<0 n<0

zu Gleichungssystem (10), und der Identitat

Z {A<i—1,i)(mn) . A<ii)(mn)} " [Bmn— gii] = y {A(t 1, j)(mn) — A(u)(mn)} 5mn (15)
m,n =0 m,n >

zu Gleichungssystem (12). Dabei sind natiirlich die (7,7) in (14) und (15) jeweils auf die Giltigkeits-
bereiche der Systeme (10) und (12) beschrankt.

Die drei Gleichungssysteme (10), (11) und (12) lassen sich damit zu einem einzigen Gesamtsystem zu-
sammenfassen. Um dies mathematisch formulieren zu konnen, sind wir jedoch gezwungen, die Auslenkun-
gen aller Gitterbausteine von (R) umzubenennen. Diese Umbenennung wird nach der Auflésung des
Gleichungssystems wieder riickgéingig gemacht.

Wir definieren:

Jede Verschiebung eines Gitterbausteins (z,j) bzw. (m,n) aus (R) soll eine in i bzw. m um 1 klei-
nere Nummer erhalten. Die Benennung der Auslenkungen in (O) und (L) belassen wir. Die Zuordnung

lautet somit !1:

(i, 7)) = (i, )) bzw. (m,n) — (m,n) in (O) und (L),
() — (i=1,j) baw. (m,n)— (m—1,n) in (R). (16)
Damit erhalten aber die Gleichungssysteme (10), (11) und (12) und die Identitdten (14) bzw. (15) eine

etwas andere Form. Nach Addition von (13), (14) und (15) zu den entsprechenden Systemen finden wir
fir diese 12

(i) in (0):

v A ij) (mn) [émn—gzi] + VA (ij) (mn) [?’mn_gu] + ZA(u)(m 1, n) [ém 1, n—gu] (17)
m, n>0 m<U n<0 m>0,n<0
= + D {Kanom — Adpom *Bi) + Z{Aumm 1,m —Aapmm) 8 =¥
n<0 m>0,n<
(4, j)in (L):
y A(z])(mn) [émn“?’u] T > A(u)(mn) [émn =:’u] T ZA(u)(m 1,n) [gm I,n= ij] (18)
mn> m<0,n<0 m>0,n<0

= _dZA(ii)(m—l,n)’ el—f’.
m>0,n<0
3' (iaj) in (R.):

D A1, i * [Bun—Bio1,i] + D VA1, ymmy * [Bmn—Bi1, i1 + D AG 1, pm-tomy* [Br-1,0—8i-1,7] (19)

m,n =0 m<0,n<0 m>0,n<0
=d TA«: 1,§)(mn) * e1+?{A(z 1, /) (mn) — A(u)(mn)} G
m<0,n<0 m, nZ

Durch geeignete Umindizierung lassen sich aber diese drei Systeme sofort zusammenfassen zu einem Ge-
samtsystem. Definieren wir

h=1, k=m fiir die Bereiche (O) und (L),

h=i—1, k=m—1 fir den Bereich (R), (20)

11 Es soll hier ausdriicklich vermerkt werden, daf} sich diese auf ein neues System von Freiheitsgraden, welche selbst-

Umbenennung nur auf die Auslenkungen $;, bezieht verstindlich ohne Riicksicht fxuf die Gittermatrix durch-

und nicht auf die Indizes der Koeffizienten A (ij)(mn) - Sie gefiihrt werden kann, unabhingig davon, ob neue Buch-
wird in allen drei Gitterbereichen ausgefiihrt. Eine solche staben oder Indizes eingefiihrt werden.

Umbenennung ist gleichbedeutend einer Transformation 2 Die K(ij)(mn) schreiben wir nicht mehr an, da sie sich im
Gesamtsystem von (17), (18) und (19) sowieso wegheben.
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so wird
ZA‘A/“»'/‘-/H : [glm_ghj] =f/;j (21)
k.n
das Gesamtsystem der Gittergleichungen unseres Problems. f;; sind die rechten Seiten von (17), (18) und
(19). Durch Umordnung der Koeffizienten A, erhalten wir die ideale Gittermatrix 3.

§ 5. Auflosung des Gleichungssystems

Das System (21) laBt sich jetzt auflosen:
élm = S Bw’/;n’)whj) ) f/:j (22)
hij
mit Baj) = Z B’ (n0) iy als Kehrmatrix der idealen Gittermatrix.

l
Wir machen die Umindizierung (20) und die Umbenennung (16) der Auslenkungen von (R) rick-
gédngig. Es ergeben sich dann aus (22) drei Losungssysteme, die wir wiederum ausfiihrlich anschreiben:

1. (m,n) in (O):

2 \ () 1 L E?2) LE(3)
:’nmz‘\_vau»ij» fij +ZB-'mnwijl fij +ZB<mm‘i—1.j» f,‘]' . (23)
i,j=0 i<0,j<0 i>0,7<0
2. (m,n) in (L):
> L E(D . f(2) L£(3)
:‘;winZZB/an}') fij J'_ZBfmm ij) fij +ZB‘mmwi—1.jr fij . (24‘)
i.j=0 i<0,7<0 i>0,j<0
3. (m,n) in (R):
2 . E) L f2 . (3
Rmn = ZB‘HI—].I{M/‘! f;j +ZB"m—I.narij) fij)+ZBVM—L1H‘:'—1.]) f;] g (25)
i:§=0 1<0,j<0 i>0,j<0

Man kann diese drei Systeme bei Verwendung der Beziehungen (20) in einfacher Weise zusammenfassen.
Da fiir den spateren Gebrauch die ausgeschriebene Form etwas schwerfallig ist, schreiben wir an Stelle von

(23), (24) und (25) kiirzer
gnm = Bw'l;mvllj) fij (26)
mit den Verkniipfungsbeziehungen
h=i, k=m fir (O) und (L),
h=i—-1, k=m-—1 fir (R)
und der Summationskonvention fiir i und j. Man beachte aber, daB (Z,j) = (=0, j<0).

Die Krifte f;; auf der rechten Seite von (26) sind:
L. fir (i Din (0):

fii') = Z{@(ii)((m) —Adgijonm ° 5ij} +Z {A(ij)(m—l, n) _A(ij)(mn)}' Sun— 1t (27 a)
n<0 m>0,n<0
2. fﬁr (z; ]) in (L): ff‘;) = _dZA(ij)(m—l,n) . Cl—f,, (27 b)
m>0,n<0
3. fir (Z,j) in (R):
ng = Z{A(i—l,]')(mn) — AGjimm } * Bmn+d :A(i—l,i)(rnn) ‘gy=F, (27¢)
m,n >0 m<0,n<0

Wir werden uns spiter noch mit der Diskussion abstand [ (i —j)2+ (m — n)2]" sehr rasch abklingen,
dieser Kraftglieder zu beschiftigen haben. Es sei so dafl nur wenige Glieder in den obigen Summen
aber hier die allgemeine Bemerkung vorweggenom- beriicksichtigt werden miissen.

men, daf die Wechselwirkungsglieder &j)imn bzW. 15 Giehe dazu (I1), § 4. Es ist

Aij)imm) bel einem ebenen Problem, wie etwa der AtiGeny = 3 A’ hioy(knpy fir (hy ) = (K, n),
?

Stufenversetzung, mit wachsendem Wechselwirkungs- ,
& > —Z Ahi) (kn) = § A’ o) (hip) -
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§ 6. Anschauliche Deutung

Die Addition der Identitaten (14) und (15) zu
den betreffenden Gleichungssystemen laft sich an-
schaulich deuten. Erinnern wir uns daran, da} beim
Anschluf} der beiden Kristallbereiche (O) und (R),
wie man auch die Anordnung der Koeffizienten
A ijy(un versuchte, stets eine Unstetigkeit verblieb.
Durch (14) bzw. (15) werden (O) und (R) voll-
stindig entkoppelt, gleichzeitig aber so neu gekop-
pelt, daf} simtliche Entwicklungsorte der Gitterbau-
steine von (R) um eine Gitterkonstante nach links
verschoben erscheinen. Damit ist die teilweise Trans-
lation von (R) in den Gleichungen (11) und (12)
vervollstindigt. Sofern wir uns die Gitterbausteine
dieses Kristallbereichs in den neuen Entwicklungs-
orten denken, entspricht dies einer Verschiebung des
Kristallblocks (R) in seiner Gesamtheit um eine
Gitterkonstante nach links. Dies ist jedoch kein sta-
biler Zustand. Die auf der rechten Seite von (10)
bzw. (12) neu hinzugekommenen Zwangskrifte er-
zwingen die gewiinschte Versetzungsstruktur da-
durch, daf} sie die parallel der positiven z;-Achse
nach links verschobenen Atome nahezu auf ihre ur-
spriinglichen Lagen zuriickziehen.

Nunmehr ist auch anschaulich klar, dal} die regel-
milige Anordnung der Glieder erster Ordnung zur
idealen Gittermatrix gelingen muf3.

§ 7. Stufenversetzung im Ionenkristall

Es ist nun nicht schwierig, dieses Verfahren auf
beliebige Gittertypen zu iibertragen. Als Beispiel soll
im folgenden eine stabile Stufenversetzung im Ionen-
kristall streng durchgerechnet werden. Wir wihlen
dazu eine von HuntiNgTON !* angegebene Stufenver-
setzung im NaCl-Gitter 1%:

Abb. 2 zeigt einen Schnitt durch diese Versetzungs-
struktur. Offensichtlich fehlen unterhalb der x;-Achse
zwel negative lonenreihen parallel der x,-Achse. Wei-
terhin wurde an Stelle der positiven Tonenreihe auf
der z,-Achse unterhalb des Ursprungs eine versetzte
negative lonenreihe eingeschoben.

In Anschluf} an die vorhergehenden Paragraphen
versuchen wir, vom Idealkristall ausgehend, diese
Versetzung herzustellen. Wie wir wissen, lassen sich

14 Siehe Anm. 3, 1. Zitat.

15 Die numerische Berechnung erfolgt spiter fiir die gleiche
Versetzungsstruktur im KCl-Kristall, da wir fiir diesen die
Kehrmatrix zur Verfligung haben. Siehe (III).
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ohne weiteres Ionenreihen und lonenebenen entfer-
nen, wenn nur die Neutralitdt der Ladung gewahrt
bleibt. Dann némlich ist es moglich, den verbleiben-
den Ionen eine Vorverschiebung ¢ zu geben, so daf}
sie in die Nadhe der stabilen Lagen einer gewlinsch-
ten Versetzungsstruktur kommen, oder anders aus-
gedriickt, die potentielle Energie des Gesamtkristalls
annidhernd das relative Minimum erreicht, welches
dieser Versetzung entspricht.

Abb. 3 zeigt, welche Ionenreihen aus dem Ideal-
kristall entfernt werden miissen. An Stelle des in
(III) verwendeten Koordinatensystems (z;, z,) 7
fiihren wir das um 45° im Uhrzeigersinn gedrehte
Koordinatensystem (Z,, Z;) ein. Die Ortsvektoren
der Punkte im Idealgitter waren im System (z;, x,)

§]“vmn = d(m c1 +n ez) (28)

mit ganzzahligen m und n. Jetzt wollen wir verein-
baren, daf} im System (z,, z,) die Ortsvektoren ge-
geben sind durch

Stmﬂ:d V2(m Cl+n62) (29)

16 Uber die Wahl von Vorverschiebungen s. (II), § 5.

7 Da ein ebenes Problem vorliegt, benotigen wir auch nur
die Koordinatenachsen z; und z,. z; senkrecht zur Bild-
cbene bleibt bei der Drehung erhalten. d =kiirzester Ionen-
abstand.
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mit ganz- und halbzahligen m und n . Das bedeutet,
daf} alle positiven Ionen durch ganzzahlige, alle ne-
gativen Ionen durch halbzahlige Nummern festgelegt
sind. Wir erkennen dann aus Abb. 3, daf} alle Gitter-
bausteine mit m=0, n< -1,
n < — 1 entfernt wurden. Die eingezeichneten Pfeile
demonstrieren, welche Auslenkungen die benachbar-
ten Ionen ungefdhr erleiden miissen, um die ge-
winschte Versetzungsstruktur aus Abb. 2 herzustel-
len. Der Kristall sei, ahnlich wie in § 2. aufgeteilt
in drei Bereiche:

(0): myn=0;
(R):

sowie m= —%,

L): m< —1.n<O0;
m = %, n<0.

Wir wenden uns nun dem System der Gittergleichun-
gen zu. Sie lauten:

: f’\ijf‘v»"mz) (gmn - §ij) =0

m,n

(30)

(z,7) in (O):

2. (i,j) in (L):
z fwiju'mm + Z f"ijlt'mm T+ Z

m,n =0 ms =1,n<0 m=12n <0

(z,7) in (R):

}_ f(ij,‘rlmu) -+

m.n =0 m< —1,n<0

Z f(ij)(fzzrz) + > f i-1,j)mn) [umn ul] = (mmn mu)] o Z f(1_1 Din=1,n) = 0.

—
m< —1,n<0

m,n =0
Diese Gleichungen beschreiben wiederum eine ideale
Anordnung zwischen den Bereichen (L) und (R),
so dal} bei einer TayLor-Entwicklung Glieder hohe-
rer Ordnung nur in unmittelbarer Umgebung des
Kerns berticksichtigt werden miissen. Diese Entwick-
lung denken wir uns ausgefiihrt. Durch Addition
geeigneter Identitdten analog (13), (14) und (15)
gelingt uns wieder die Aufstellung der idealen Gitter-
matrix. Auflésung und formale Zusammenfassung
der den Gln. (23), (24) und (25) dquivalenten Lo-
sungssysteme gibt

1 w
)_ fdj)(mn) -+ Z, fu‘j)(mn) =0 ’
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(i=0. -1

. . ]
i, /) baw. (m,
wo (i.j) baw. (m "’*{(i:-%,< 1)

Ganz entsprechend zu § 3 teilen wir die Gitterglei-
chungen wieder ein in drei Systeme. Das in § 3 ver-
wendete Translationstheorem kann auch mit Hilfe
von Vorverschiebungen ausgedriickt und dadurch
ctwas allgemeiner formuliert werden. Wir fiihren
dazu die Transformation &,,, =1l,,, + D, ein und
treffen mit Hilfe eines Ergdnzungsvektors 1v,,, die

beiden Vereinbarungen 18:
(D —0ij) + (W, —Wj5) = —d V2 ¢; (3la)
fur (z, j) in (L), (m,n) in (R), sowie
(D —035) + (W, —0;5) =d V2e;  (31Db)

fur (7, ) in (R), (m,n) in (L), und erhalten dann
die drei Systeme der Gittergleichungen zu °:

(32)
m=12,n <0
fx‘iju’m—l,n) [umn "uij“ (mmn = mij)] =0 B (33)
(34)
m=12n<0
mit h=1i, k=m in (O) und (L).
h=i—1, k=m—1 in (R) (35 a)

und der Summationskonvention fiir 7 und j .

Die Vorverschiebungen Y,,, konnen unbedenklich
gleich Null gesetzt werden. Wir brauchen kaum zu
befiirchten, daf fiir dieses Versetzungsmodell irgend-
welche Potentialpasse tiberschritten werden. Die Git-
terbausteine haben auch in ihrer Ausgangslage die
Tendenz, sich zur gewiinschten Stufenversetzung zu-
sammenzuschlieBen. Mit Y,,, =0 erhalten wir dann

Wpn = Bamai - b (35) fiir die Krifte f;; in (35):
1. fir (i,]) in (0) :
:]—— {l“ ij)(mn) A’ij"//nr ) gij} &5 Z {A (ij)y(m-1,n) —A IJan)} . ‘51/11_ ’ (36 a)
m=0,—"' m=1,n<0
2<“/ 2
2. fir (i,j) in (L): Li= —V2d D AGhim-1,m "¢, — T, (36 b)

m=12,n<0

1S Wie man sofort erkennt, wenn man entsprechend § 3 und
§ 4 alle Umformungen anschreibt, sind nicht die Vorver-
schiebungen Uy . sondern ihre Ergédnzungsvektoren 1Wmn
von wesentlicher Bedeutung.

19 Hier ist, wenn nicht anders vermerkt, immer
Eij) mm) =E(ij) (mn) (Umn—Uij + Omn—0ij) .
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3. fur(i,j) in (R):
fii = Z {A\i— 1, j)(mn) — A(ij)(mn)}
myn >0

Wie schon am Schluf} des § 2 vermerkt, klingen
diese Kraftglieder mit wachsendem Abstand bei
einem in zj-Richtung translationsinvarianten Pro-
blem schnell ab?’. Es geniigt also, in (36a) nur
wenige n< 0. im ersten Glied von (36¢) nur we-
nige n = 0 zu beriicksichtigen. Ebenso sind in (36 b)
und im letzten Glied von (36 ¢) nur wenige Glieder
fiir m = 0, bzw. m < —1 wesentlich von Null ver-
schieden. Bei diesen ist zudem eine Summation iiber
alle n <0 moglich, so dal} sie auf den betreffenden
Punkt (¢, j) als konstante Kraft einwirken.

Problematisch ist lediglich die zweite Summe in
(36 a) und die erste in (36 ¢). An sich miilten darin
alle der n=0-Ebene benachbarten Punkte beriick-
sichtigt werden. Bedenken wir aber. daf} fir grofle-
ren Abstand vom Versetzungskern die Gitterbau-
steine mit gleichem n sdmtlich nahezu die gleiche

1. fur (i,j) in (O):
fE] == : {t\tu mn) —
m=0, Y2.n <0

2. Jir (i,j) in (L):

m,n >0

B t+d V2 > A, ymm) "€ — ¥

F. WAHL

(36 ¢)

m<—1,n<0

Auslenkung erfahren, so sehen wir, daf} sich diese
Glieder bei der Summation ndherungsweise weg-
heben, mit Ausnahme einiger weniger Glieder in
der Umgebung des Kerns.

Aus Griinden, die wir im néchsten Paragraphen
erlautern wollen, ist es notig, auch das zum vor-
liegenden Problem spiegelbildlich gelegene zu be-
trachten. Zu diesem Zweck miissen die beiden Halb-
ebenen m=0.n<—-1und m=32,n < —1 entfernt
werden. (35) bekommt dann die Form 2!:

‘Z‘mn:BI(‘kn)(lzjy 'k%] ’ (37)
wo Il:l:, k=m ?n (O) und (R). (37a)
h=i+1, k=m+1 in (L)

mit den Kraften:

A‘ijwnn» : ‘Z’ij} + : {Ari}'wm+1‘n» - A(ijﬂmn\} * Qmn s (38 a)
m<—12n<0

ff'“j - Z {Arn 1, j)(mn) — A(z’j)(mn)} * Dn — d V2 ZA(HI,]')(mn) Ty (38 b)

m=>1,n<0
(38¢)

3. fur (i,j) in (R):

m<—1:,n<0

In (38a) — (38¢) sind die hoheren Glieder nicht

vermerkt. Sie sind gegebenenfalls zu beriicksichtigen.

§ 8. Symmetrisierung
In (35) und (37) haben wir zwei Moglichkeiten
fir das Losungssystem der Stufenversetzung:
2 E E
"~"nm:BwI;nw nj " Lij

mit E=R E=L,

(39)

oder

wo wiederum die Beziehungen (35 a) oder entspre-
chend (37 a) fir die Verkniipfung der Indizes zu

(=] oo

= 3

(B\)IIII,A((J,fJ;)rS:a;)_ } [5(”1,,71, P)]ra':az >
p=—ox p=—oc

mit rp,p=V2m2+2n2+p*, wenn |m| =3, |n|=

20 Es handelt sich um die Ableitungen der MapeLunc-Poten-
tiale fiir Ionenreihen bzw. lonenebenen.

2t Der Buchstabe L soll andeuten, daf} es sich um das spiegel-
bildliche Problem handelt.

L < .
fij =dv2 SA(ijxmu,n) "0y

berticksichtigen sind. Wir wollen das System (39)
fir E=R das Rechtssystem, fiir E=L das Links-
system nennen.

Der Tensor B, ldlt sich gewinnen aus den
drei Tensoren S, S,. S, der Fundamentalintegrale
in (II1) (36a) — (36b). Fihrt man in (III) (35)

die Koordinatentransformation

Ty =%y +Ty; To= —T;+Zs;

2 Ty =3

(40)

ein, bezieht die Tensorkomponente auf die gestriche-
nen Achsen und summiert nach der Ersetzung der
Koordinaten durch m. n, p tiber p. dann erhalt man

65.22 22,65 p' | 42.92 (m*—n*) 181,20 mn (m*+n?)

Tmnp r"—'""p r?nnp ' r';)nnp

181,20 mn (m*+n*) 6522  22.65p' 4292 (m‘—n') ('1'1)
rf’nnp Tmnp ]'y')nn]) r';)rmp

3 (vgl. Anm. 22),

22

m und n konnen nach § 7 (29) ganz- und halbzahlige Werte
annehmen. p ist nur ganzzahlig.
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Fiir (m,n) = (0,0) und (m,n) = (£ 3, £ 1) miissen bei der Summation entsprechend (III) (36a) und
(36 b) die beiden Tensoren Sy =a, I (I = Einheitstensor) und S;=a; S(m,n,p) beriicksichtigt werden.
so daf}

Bonon =2 I+a, > S(0,0,p) +a, ). S(0,0,p) (42)
et Ly )
und Bij:ipoo=oS(£3 £3,00+ D S(+i,. £3.p) (43)
p=—o°
+0

wird. Durch Einfiihrung von m —i¢, n—j an Stelle von m, n erhalten wir den translationsinvarianten Ten-

sor B, . Wir erkennen aus (41), daB in (B 00)) 11 und in (B 00)) 22 das erste Glied bei der Sum-

mation nicht konvergiert. Dies ist eine charakteristische Schwierigkeit, die nur durch Ausniitzung der Sym-

metrie unseres Problems bewéltigt werden kann. Wir versuchen in (39) Kraftdipole zusammenzufassen.
Fir das ebene Problem der Stufenversetzung bestehen folgende Symmetriebeziehungen:

L. Smn, 1= —2_mn, 1>  Bmn,2=% _mn,2- (44)
Dies erkennt man unmittelbar aus Abb. 3.
2. Aus (36) und (38) folgt Ia=—1Ty und Ffo=f;,. (45)
3. Bei Benutzung der Verkniipfungsbeziehungen (35 a) und (37 a) erkennt man aus (41)
(Bl({/.-m (hj) )11 = (B(L—kn)(—hj) )11’ (Bl&n) ) ) =S (B(L~kn) (=hj) )12> (46 a)
(Bf{kn) () )21 == (BgL—kn) (—hj))21 > (B?k n) (hj) )22 = (B%—kn) (~hi))22 : (46 b)

Es liegt nun nahe, mit Hilfe dieser Symmetriebeziehungen aus den unsymmetrischen Systemen R und L
ein symmetrisches Gesamtsystem aufzubauen, in welchem die gewiinschten DipOIOIieder auftreten.

Bei der Summation iiber i und j in (39) soll vorldufig (i=0, j == 0), (i= *2, j<0) und (=0, j<0)
ausgeschlossen werden. Wir wollen weiterhin vereinbaren, daf} im folgenden i nur positiv sein soll, also
i Z 0.

Die beiden Krifte f; und f_;; tragen zur Auslenkung %,,, einen Anteil bei, den wir 8}, nennen wollen.
Die 1-Komponente dieses Auslenkungsanteils wird dann bei Benutzung des Systems R

—_— _Z {(B(kn) i) I K, r+ (Bliny (=1j) )1r]éfiij,r} mit (32 a). (47 a)
Ebenso muf} aber auch sein:
§$imn,l = ?_?{(B(hn) (h7) )lr i3, r+ (B(I- n) (— Iz])) kL—ij,r} mit (34' a)- (4‘7 b)

Addieren wir (47 a) und (47b), und beachten wir (45) und (46 a), so konnen wir zusammenfassen zu

2 éimn,l= Z{[(B?kn) (hj))1r — (B‘ kn) (hj) )17] iy r+ [(B{{/cn (—h]'))u (B? kn)( hj))lr]klil] r} (4‘8)

mit (35a) allein. k=m—-1, h=i-1 in (R).
In (48) haben wir die gewiinschten Dipolglieder.
Bei einer Summation iiber p in (41) konvergieren (48) muf fiir den praktischen Gebrauch selbstver-
die Differenzen in (45) in jedem Falle. standlich ausgeschrieben werden, d. h. A und % miis-
Vereinbaren wir weiterhin auch fiir m nur positive  sen mit Hilfe von (49) durch m und ¢ ersetzt wer-
Werte. dann erhalten die Verkniipfungsbeziehungen den. Es geniigt die Berechnung der %_,, ;, da die
(35 a) fiir das System R die Form: anderen Auslenkungen spiegelbildlich dazu sind. Wir
+tk=*m, Th==i in (0), stellen die Indizes der Tensoren B, in der fol-
—k=-m, —h=—-i in (L), (49) genden Tabelle zusammen:
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B~ kn) (ki) =B en) (1) | B(-kny(- i) I =Bt (-hi)
n=0,j=20  (—mn)(ij) (mn) (i j) (—=mn)(—ij) (mn)(—ij)
nz=0 ;<0 (=mn)@—1.j) = (mn)@—1,)) ) (=mn)(—ij) (mn)(—1ij)
n<0,j=0 (—mn)(@ij) | (m—1,n)(ij) (—mn) (—ij) (m—1,n) (—ij)
n<o0,j<0 (=mn)(i—1,j) | (m—1,n)(i—1,n) (—=mn)(—ij) | (m—1,n)(—=ij)

Fiir das Rechtssystem existiert f;; in (i=0. j<O0)
bzw. (i= -3, j<0) gar nicht. Da f;; aber fiir
(i= — 2. j<0) im Linkssystem existiert, lassen sich
fir (i=3. j<0) trotzdem die geforderten Dipol-
glieder in (47) aufstellen. Ebenso lassen sich die
Punkte (i=0,j=>0) in die Symmetriebetrachtung
einbeziehen, so dal} diese auch fiir die oben aus-
geschlossenen Punkte giiltig ist.

Etwas anders liegt der Fall fiir die Komponenten
Hier lassen sich die Dipolglieder nicht mehr
so geschickt zusammenbauen. Die (B) 5 konvergieren
natiirlich. so daf} es keine Schwierigkeiten macht. den
Anteil, den die Kraftkomponenten f;; | zu den Aus-
lenkungen $,,, > beitragen. auszurechnen. Fiir die
Komponenten (B),, bleibt jedoch nichts anders tb-

rig als geeignete f;; > zu suchen. die dem Betrage

[+

Pmn, 2 .

nach ungefdhr ibereinstimmen, jedoch entgegenge-
setzte Richtungen besitzen. Jedenfalls lassen sich im-
mer zwei Kombinationen aus solchen f;; > finden,
welche die geforderten Eigenschaften besitzen, da
sonst der Kristall nicht stabil ware. In der nachfol-
genden numerischen Berechnung werden wir uns auf
wenige wesentliche Kraftkomponenten f;; » beschrén-
ken und die restlichen vernachldssigen. Die Diskus-
sion dieses Problems wird, ebenso wie die weitere
Konvergenzuntersuchung fiir eine notwendige Sum-
mation iiber n in (36b), auf eine niachste Arbeit
verschoben.

Herrn Professor Dr. E. Fues danke ich herzlich fiir
die freundliche Forderung dieser Arbeit. Besonders gilt
mein Dank Herrn Dr. H. Stumpr, der durch seine stete
Kritik diese Darstellung wesentlich beeinflufit hat.

Die Umwandlung des Cristobalits

Von O. Krisement und G. TrOMEL

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Eisenforschung in Diisseldorf
(7. Naturforschg. 14 a, 912—919 [1959] ; eingegangen am 29. August 1959)

The 2 == f inversion of cristobalite has been investigated by observing optically the transforma-
tion of a sufficiently great number of single cristals of microscopic size. The derived transformation-
temperature-function (Mengenkurve) is in good agreement with data from microcalorimetric mea-
surements. Additional information is obtained from the distribution of the transformation tempera-
tures of individual cristals. The behavior of the a == f inversion is determined by the superposition
of two effects: the Gaussian distribution of the temperatures, for which the free energies of a- and
f-phases are equal, and the Gauvssian distribution of values for the hysteresis.

Cristobalit ist eine der kristallinen Modifikationen
des SiO, neben Quarz und Tridymit!. Die Struktur
dieser verschiedenen Kristallarten lafit sich durch
eine Anordnung von SiO,-Tetraedern beschreiben.
bei der jedes O-Atom zwei Tetraedern gemeinsam
ist. Beim Cristobalit dndert sie sich im Temperatur-
gebiet zwischen 200° und 300 °C von der kubischen
Hochtemperaturform (a-Cristobalit) in die tetra-
gonale Tieftemperaturform (j-Cristobalit). Dieser
2= f-Umwandlung entsprechende Umwandlungen
sind auch beim Quarz und Tridymit bekannt. Eine
vollstandige Strukturbestimmung des Cristobalits
gibt es bis heute nicht, in erster Naherung laft sich

sein Gitter als eine 3-Schicht-Struktur darstellen > 3.
Die 2= f-Umwandlung hat groBe Ahnlichkeit mit
der Martensitumwandlung von Metallen, bei der in
sehr kurzer Zeit eine groflere Anzahl von Atomen
in neue Gleichgewichtslagen iibergeht. Sehr kurze
Zeit bedeutet schnell gegeniiber Diffusionsvorgén-
gen, und man spricht deshalb auch von diffusions-
losen Umwandlungen.

In den fritheren Arbeiten tiber die o — -Umwand-

! W. Errer, The Physical Chemistry of the Silicates, The Uni-
versity of Chicago Press, Chicago 1954.

2 0. W. Frérke, Ber. DKG 32, 369 [1955].

3 V. G. HiLr u. R. Roy, J. Amer. Cer. Soc. 41, 532 [1958].



